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Cours de Mécanique des Fluides

Plan sommaire
• Notions de cinématique des milieux continus
• Equations de bilans des milieux continus
• Equations des fluides visqueux newtoniens incompressibles

Objectif du cours
• Présenter et expliquer les phénomènes
• Démontrer les équations fondamentales
• Donner des outils simples d’expertise
• Justifier et éclaircir les modèles numériques
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Première partie :
Notions de cinématique
des milieux continus

T. Levi-Civita
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Contexte

Cas des fluides
Il s’agit de déterminer, pour un
écoulement donné :
• en chaque point de coordonnées x, y, z
• à chaque instant t
… les quantités suivantes : 
• les 3 composantes de la vitesse
• la pression

Problématique
La mécanique des milieux continus a pour objectif de donner des
outils mathématiques simples permettant :
• d’estimer les efforts (contraintes)
• de déterminer les déformations
… au sein d’un milieu déformable (béton, métal, sol, fluide, etc.)
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Description spatiale

L. Euler
J.-L. Lagrange

Représentation eulérienne et lagrangienne
Euler                    Lagrange

Points fixes (virtuels)          Particules mobiles (réelles)

Deux approches…
• en théorie équivalentes
• complémentaires.

Dans un logiciel, les deux approches
aboutissent à des modélisations
différentes et permettent de prédire
des phénomènes différents :

Eulérien

Lagrangien
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Champs de tenseurs

Conventions
• Convention d’Einstein : 

• On omet souvent la dépendance explicite en xi et t
• Symbole de Kronecker : coefficients δij de la matrice
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On se donne une base orthonormée de vecteurs ei.
Les coordonnées spatiales (eulériennes) d’un
point sont notées xk (k = 1, 2, 3) ou x, y, z.
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On distingue différents tenseurs :
• Ordre 0 (scalaires) :
• Ordre 1 (vectoriels) :

• Ordre 2 (matriciels) :
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Opérateurs différentiels (1)
Opérateurs « gradient »

• Vectoriel :

• Tensoriel :
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Opérateur « rotationnel »
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Opérateurs différentiels (2)
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Opérateurs « Laplacien »

• Scalaire :

• Vectoriel : j
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Opérateurs « divergence »
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Opérations élémentaires

Théorème de Green-Ostrogradski
• Ω : volume de contrôle
• n : normale extérieure

unitaire au bord ∂Ω

n

Ω
Ω∂

∫∫ Ω∂Ω
Γ⋅=Ω dnAdA   div

∫∫ Ω∂Ω
Γ⋅=Ω dnAdA   div

Opérations entre tenseurs
• Produit scalaire :
• Transposée d’une matrice :
• Produits matrice-vecteur :
• Produit de deux matrices :
• Trace d’une matrice :
• Double produit de deux matrices :

ii BABA =⋅

ijij eBABA =⋅

iiAA =tr

BAeABAB T
jiji ⋅==⋅

( ) jiji

T
jiij eeAeeA ⊗=⊗

( )BABABA jiij ⋅== tr:

jikjik eeBABA ⊗=⋅
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Champ de vitesse
Notion de « particule » d’un milieu continu
• Ensemble de molécules suffisamment grand pour 

définir une vitesse statistique :

• … mais suffisamment petit pour demeurer 
microscopique ! (Typiquement,    ∼ 10−5 m)

( )
( )

( )

∑
=

=
N

k
kv

N
v

1

1

Molécule

Particule

ℓ

L’approche statistique est nécessaire :
• Pour utiliser correctement la notion de vitesse 

à l’échelle moléculaire ;
• Pour obtenir un champ de vitesse régulier 

(continu et dérivable)                            (ms−1)

v(ℓ)

ℓ
ℓ0

( ) ( )0, vtxu i ≡
On appelle quantité de mouvement la grandeur ρu
(u est donc la quantité de mouvement par unité de masse)
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Autres champs
Champ de densité
• Définition :

• Comme la vitesse, c’est un champ régulier (kg.m−3)
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Dérivée matérielle (ou lagrangienne) d’un champ
• Taux de variation d’un champ en suivant une particule :
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Déformation d’un milieu (1)

( )[ ]Tuus gradgrad
2
1

+=

On introduit le tenseur taux de déformation :
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( ) '2' rdsrd
dt

rdrdd
⋅⋅=

⋅

• Dérivée d’un produit scalaire de vecteurs élémentaires :
( ) ( ) ( )

dt
rddrdrd

dt
rdd

dt
rdrdd '''

⋅+⋅=
⋅

dr

dr’

( )
( ) 'grad'grad

'grad'grad

rdurdrdurd

rdurdrdrdu
T ⋅⋅+⋅⋅=

⋅⋅+⋅⋅=

dr
u(r+dr)

u(r)( ) ( ) ( ) ( ) rdururdrurr
dt
d

dt
rdd

⋅=−+=−= grad'

Tenseur taux de déformation
• Dérivée lagrangienne d’un petit vecteur matériel :
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Déformation d’un milieu (2)
Interprétation du taux de déformation
• Taux de dilatation :

Il s’agit de la rapidité avec laquelle le matériau 
se dilate dans la direction dr

( )
rdsrdrd

dt
rdd

⋅⋅= 22

dr
u(r+dr)

u(r)
( ) rdsrd

dt
rdrdd

⋅⋅=
⋅ 2

( )
rd
rds

rd
rd

dt
rdd

rd
⋅⋅=

1

• Taux de distorsion :

Il s’agit de la rapidité avec laquelle le matériau 
se distord dans le plan contenant dr et dr’

'
2

rd
rds

rd
rd

dt
d

⋅⋅=
θ

θdr

dr’

θ≈θ=⋅ 'sin'' rdrdrdrdrdrd
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Dilatation

ssss
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Ω
⇒ représente donc le

taux de dilatation.

Exemple : le taux de dilatation de l’Univers en expansion est nommé
par les cosmologues la constante de Hubble H0 ≈ 3.10–15 s–1

Taux de contraction / dilatation
Dans la base de diagonalisation de s :
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Cisaillement
Taux de déformation scalaire
Par opposition, une mesure de la déformation du matériau,
même en l’absence de dilatation / contraction, est donnée
par le taux de déformation scalaire :

sssss ijij :22 ==
cted =Ω
0tr =s

0≠sInvariants de déformation
Un tenseur diagonalisable possède 3 invariants (indépendants
de la base), par exemple ses valeurs propres, ou encore les
quantités         , p = 1, 2, 3 :

pstr

( ) ( )[ ] ( ) 0dettrtr
2
1tr 2223 =−−+− Isssssss (Cayley-Hamilton)

us divtr =
2

tr
2

2 ssss ijij == kijkij ssss =3tr



ENPC – EIVP – Introduction à la Mécanique des Fluides – Damien Violeau 16 / 46

Exemple : cisaillement constant
Glissement linéaire à volume constant
On se donne une échelle de temps τ
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D’une manière générale, le taux de déformation scalaire est
l’inverse du temps caractéristique de déformation du matériau :

s
1~τ



ENPC – EIVP – Introduction à la Mécanique des Fluides – Damien Violeau 17 / 46

Vorticité
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Tenseur taux de rotation ou vorticité
Partie antisymétrique du gradient des vitesses :
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Deuxième partie :
Equations de bilans
des milieux continus

A.-L. Cauchy
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Bilans

( )∫

∫∫∫

Ω

Ω∂ΩΩ

Ω⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

=

Γ⋅+Ω
∂
∂

=Ω

duA
t
A

dnuAd
t
AAd

dt
d

div

 

bords les   
 traversàflux localevariation 

Bilan d’un champ sur un volume matériel
On considère un volume Ω constitué d’un nombre fixé de particules,
Et on note n le vecteur normal unitaire extérieur à sa frontière.
La variation (lagrangienne) de l’intégrale d’un champ sur
ce volume est due :
• à la variation intrinsèque du champ en chaque point
• au mouvement du volume de contrôle

n

( )tΩ
( )tΩ∂

( )txu i ,
n

( )dtt +Ω ( )dtt +Ω∂
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Équation de continuité (1)

( ) 0 div >Γ⋅ρ=Ωρ ∫∫ Ω∂Ω
dnudu

u

0<
∂
ρ∂
t

( )∫∫ Ω

=

Ω
Ω⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ρ+
∂
∂ρ

=Ωρ du
t

d
dt
d

M

div

( ) 0div =ρ+
∂
∂ρ u

t
0=

∂
ρ∂

+
∂
∂ρ

i

i

x
u

t

Cas général
On dresse un bilan de densité (A = ρ)

La conservation de la masse M
contenue dans Ω donne

ou

Illustration monodimensionnelle

Modèle de l’autoroute :

Conclusion : un ralentissement crée un bouchon
x
u

t ∂
ρ∂

−=
∂
ρ∂

Zone de
ralentissement
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Autre forme de l’équation générale
En séparant le terme sous le digne divergence :

ou

… l’équation de continuité s’écrit encore :

à rapprocher de

Équation de continuité (2)

i
i

i

i

i

i

x
u

x
u

x
u

∂
ρ∂

+
∂
∂

ρ=
∂
ρ∂ ( ) ρ⋅+ρ=ρ graddivdiv uuu

u
dt
d div1

−=
ρ

ρ
( ) u
dt
dd

d
div1

=
Ω

Ω
Cas incompressible (ρ = cte) :

ou                     ou

On se ramène dans ce cas à la conservation du volume.
Remarque : un fluide n’est jamais vraiment incompressible.
Il s’agit en réalité d’une propriété d’un écoulement donné.

0div =u 0=
∂
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Retour sur les bilans

Ainsi, la dérivée lagrangienne et l’intégrale commutent :

… même si ρ varie, mais uniquement si Ω est un volume matériel !

En particulier, pour la densité (B = 1):

∫∫ ΩΩ
Ωρ=Ωρ d

dt
dBBd

dt
d

0=Ωρ∫Ω d
dt
d

( )

( )∫

∫∫

Ω

ΩΩ

Ω⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅ρ+ρ+

∂
∂ρ

+
∂
∂

ρ=

Ω⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ρ+
∂
∂ρ

=Ωρ

dBuuB
t

B
t
B

duB
t
BBd

dt
d

graddiv

div

é)(continuit  0 

                        
=

Bilan massique sur un volume matériel
Cas où A = ρB (B représente la densité de A par unité de masse) :
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Flux d’une quantité physique

ou encore :

Pour la densité (B = 1) :              (conservativité de la masse)

∫∫ ΩΩ

Ω−=Ωρ dqd
dt
dB B  div

BquB
t
B

dt
dB div1grad

ρ
−=⋅+

∂
∂

=

i

B
i

i
i x

qu
x
B

t
B

∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂ 1

0=Bq

∫∫ Ω∂Ω

Γ⋅−=Ωρ dnqBd
dt
d B  

n

( )tΩ
( )tΩ∂

( )txq i
B ,

Bilan massique d’une quantité physique B
L’intégrale d’un champ B varie à cause d’un flux (sortant) qB de cette
quantité à travers les bords, dû à différentes raisons physiques :
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Exemple : traceur passif

Finalement :

• KC (m2s−1) est le coefficient de diffusion du traceur (positif)
• Des termes-source SC peuvent apparaître (réactions chimiques, etc.)

Si C ne dépend pas de u, l’équation est linéaire en C ! (si SC l’est…)

( ) CC SCKuC
t
C

+=⋅+
∂
∂ graddivgrad

Equation de transport d’une substance C
Bilan massique de la quantité C (concentration, par exemple)

Il est nécessaire de proposer un modèle
pour le flux :

ou encore : CKq C
C grad1

−=
ρ

CquC
t
C div1grad

ρ
−=⋅+

∂
∂

1 à supérieurs 
ordresd' termes

0,      ...     11
+

∂
∂

−
ρ

=
ρ i

C
C

i

C

i x
CKqq

Cq
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Modes de transport de la quantité C
Il y a deux manières de communiquer une information dans
un milieu continu :

• La convection (transport par la matière en mouvement)
• La diffusion (passage de proche en proche par « contagion »)

Convection et diffusion

Le phénomène de diffusion homogénéise un champ au
cours du temps (phénomène irréversible !)

convection diffusion

( ) C

Diffusion

C

Convection

SCKuC
t
C

+=⋅+
∂
∂ graddivgrad
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( ) nnT ⋅σ=
Conclusion : en chaque point de l’espace, il existe un
tenseur      dit « tenseur des contraintes » tel queσ

Contraintes dans un milieu continu

( ) ( )nTnT −−=
21 12

Efforts exercés sur une surface élémentaire
On considère une surface élémentaire Σ orientée par le vecteur n.
La contrainte T exercée par le milieu      sur le milieu      par
unité de surface sur Σ vérifie la loi de l’action – réaction :

1 2

n

T

1

2

Σ

σ=⇒ divf

∫Ω∂

Γ⋅σ=⇒ dnF  

Efforts exercés sur un volume
Les efforts intérieurs s’annulent mutuellement :

∫∫ Ω∂Ω

Γ=Ω= dTdfF  

Ω

T
n
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Tenseur des contraintes

Tenseur des contraintes de Cauchy
Nous avons montré les résultats suivants :
Il existe un tenseur du second ordre      tel que :

ou
• Les termes diagonaux      représentent les pressions / tractions
• Par convention, les      sont négatifs s’il s’agit d’une pression
• Les termes extra-diagonaux      (         ) représentent les cisaillements
• se mesure en pascals (force / surface)

nT ⋅σ=
σ

jiji nT σ=

iiσ

ijσ ji ≠
iiσ

σ

τ = σxz

Pressions / tractions et cisaillements
La contrainte T exercée par le milieu      sur le milieu      par
unité de surface sur Σ possède :
• une composante normale p (pression / traction)
• une composante tangentielle τ (cisaillement)

1 2

n

Tp = σzz

1

2

Σ

ex

ey
ez
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Équation de quantité de mouvement 
Principe fondamental de la dynamique
C’est un bilan de quantité de mouvement :

extérieurs
Champs sContrainte

mouvement de
Quantité    

   ∫∫∫ ΩΩ∂Ω
Ωρ+Γ=Ωρ dgdTdu

dt
d n

Ω
Ω∂

T

g
∫∫∫ ΩΩ∂Ω

Ωρ+Γ⋅σ=Ωρ dgdnd
dt
ud    

∫∫∫ ΩΩΩ
Ωρ+Ωσ=Ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+
∂
∂

ρ dgdduu
t
u   div grad

Equations de Cauchy :

ouguu
t
u

+σ
ρ

=⋅+
∂
∂ div1grad

i
j

ij
j

j

ii g
x

u
x
u

t
ui +

∂
σ∂

ρ
=

∂
∂

+
∂
∂

∀
1  ,
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kjjk σ=σ⇒

Conclusion :      est symétrique.σ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σσσ
σσσ
σσσ

=σ

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

exey

nn
σxy=σyx 

( )

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )∫∫

∫∫
∫∫

ΩΩ∂

ΩΩ∂

ΩΩ∂

Ωσ−σ−Γ⋅σ×=

Ωσδ−σδ−Γ⋅σ−⋅σ=

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

∂
∂

−σ
∂
∂

−Γσ−σ=

ddnr

ddnxnx

d
x
x

x
x

dnxx

jkkj

jkkjjkkj

j
k

k
j

jkkj

 

 

 

∫Ω Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
σ∂

−
∂
σ∂

= d
x

x
x

xM j
k

k
ji

Symétrie des contraintes
Calcul du moment des forces
Densité de force :

( )∫Ω∂
Γ⋅σ×=⇒ dnrM   

∫∫ ΩΩ∂
Ωσ=Γ⋅σ= ddnF  div 

∫Ω Ωσ×= dr  div
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Résumé des équations obtenues

… soit 4 équations pour 9 inconnues (u, v, w et les 6     ) !
Il est donc nécessaire de fermer le modèle.

ijσ

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
w

y
v

x
u

g
zyx

w
z
wv

y
wu

x
w

t
w

zyx
w

z
vv

y
vu

x
v

t
v

zyx
w

z
uv

y
uu

x
u

t
u

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

−
∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
+

∂
σ∂

ρ
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

111

111

111

A. L. Cauchy

Equation de continuité (milieu incompressible)

Equations de quantité de mouvement (z vertical)
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Loi de comportement

ijσ

ze

xe
ye

zzσ

xzs

zzσ

xzs

zzσ

xzs

3 échantillons de matériaux différents,
réagissant différemment à une même sollicitation

Idée maîtresse
• On ne connaît pas encore les contraintes     , car elles dépendent 

du matériau considéré.
• Un matériau est caractérisé par une loi de comportement, reliant 

les contraintes aux déformations :
• La loi de comportement dépendant de la structure moléculaire du 

matériau, elle sera donnée par la thermodynamique.

( )sf=σ
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Troisième partie :
Les équations de
Navier-Stokes

C.-L.-M. Navier
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Bilan d’énergie

( ) ∫∫∫∫ ΩΩΩ∂Ω

Ωσ−Ω⋅ρ+Γ⋅⋅σ=Ωρ dsdugdnudu
dt
d  :     

2

2

… puis on intègre sur un volume matériel :

uT ⋅=
          

cEδ=
            

sextérieure forces des puissance

                                         
dissipée puissance

              

Energie cinétique
On multiplie l’équation de Cauchy par u :

( ) uguu
dt
ud

⋅+⋅σ
ρ

=⋅ div1

( ) suguu
dt
d :div

2
    

2

σ−⋅ρ+σ=ρ⇒

( ) ( ) uuu grad:divdiv σ−⋅σ=⋅σ

s:
            

σ=

ijij sσ=

se :σ= est la puissance dissipée par unité de volume et de temps.
Ω−= ePE extc…ou encore
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Résumé sur les flux 

• La quantité −Ti = −σijnj représente le flux de ui passant
de      vers      à travers une facette orientée par ni, par
unité de temps, de surface et de masse.

• A un vecteur correspond un flux tensoriel

1 2

n1

2

Analogie des lois de bilans
Toutes les équations vues présentent des formes semblables :

équation                                                      flux                        source

( ) CC SCKuC
t
C

+=⋅+
∂
∂ graddivgrad CKq C

C gradρ−= CS

σ
ρ

=⋅+
∂
∂ div1grad uu

t
u σ−=uq 0

( ) euuE
t

E
c

c −⋅σ
ρ

=⋅+
∂
∂ div1grad uq cE ⋅σ−= e−
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Thermodynamique 

o

int QsE ijij +Ωσ=

( )Ω−=− ePE extc            
… l’énergie cinétique dissipée

est convertie en énergie interne.

Premier principe
Il donne la variation d’énergie totale dans un milieu :

QWdEdEdE extc δ+δ==+ int
o

int QPEE extc +=+

Puissance dissipée par une déformation virtuelle
On se limite aux transformations sans échange de chaleur (par exemple 
à T constant), puis on fait varier la déformation. On obtient la puissance
virtuelle associée à cette déformation :

Tij
ij s

e
∂
∂

=σ⇒ int   ijijT
dsed σ=intΩ= /intint Ee
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Tenseur des contraintes d’un fluide 
Détermination de σij
Pour un fluide,      ne peut dépendre que des invariants de sij :

( ) ( )32
int tr,tr,tr sssfsfe ==

( ) ...tr
2

trtr 22 +
λ

+μ+α= sss

Rôle de la grandeur α (fluide incompressible)
Pour une petite déformation :

o

o

int

tr Qs
QeE
+αΩ=

+Ω=
dt
ds Ω

Ω
=

1trse trα≈
QddE δ+Ωα=int

( ) ijijijijijijijij ssssss δλ+μ+αδ=σ tr2
( ) ijijijij ss δλ+μ+αδ=σ⇒ tr2   

( )22 trtr sss λ+μ+α=

p− ijijij sp μ+δ−=σ⇒ 2  

2   se μ=⇒

inte
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Pression et viscosité
Viscosité
• La quantité μ est appelée viscosité dynamique
• Elle est caractéristique d’un fluide donné et dépend de la

température ; elle se mesure en kg.m–1s–1

• Les contraintes visqueuses sont les seules dissipatives, et μ > 0
• On appelle fluide newtonien un fluide de viscosité constante

(seul cas considéré dans ce cours)

I. Newton

Pression
• La pression p se mesure en Pa, comme les contraintes 
• Elle existe parce qu’un fluide est toujours

légèrement compressible :
• Elle est extrêmement sensible à de très légères variations 

de densité. Il s’agit donc d’une nouvelle inconnue : ( )txpp k ,=

cte≈ρ
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Exemples de comportements

Quelques exemples simples
• Cas d’un fluide au repos (sij = 0) :

… Les contraintes y sont isotropes.
ijij pδ−=σ

Résumé de la loi de comportement d’un fluide

ou⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ+δ−=σ
i

j

j

i
ijij x

u
x
up ( )uuIp T gradgrad +μ+−=σ

ent)(cisaillem 
                        

τ=

• Cas d’un écoulement simplement cisaillé : z
Flux de quantité
de mouvement

u

x xzτ−z
u

xz ∂
∂

μ=τ

• Cas d’un écoulement purement rotationnel :

… Le frottement y est nul.

0    0 =τ⇒=s



ENPC – EIVP – Introduction à la Mécanique des Fluides – Damien Violeau 39 / 46

Équations de Navier-Stokes (1)

ν = μ / ρ est la viscosité
cinématique du fluide.

… à 20° C :

• Eau : ν = 10−6 m2s−1

• Air : ν = 1,5.10−5 m2s−1

• Mercure : ν = 12 m2s−1

Introduction de la loi dans les équations de Cauchy

ou

gupuu
t
u

+Δν+
ρ

−=⋅+
∂
∂ grad1grad

guu
t
u

+σ
ρ

=⋅+
∂
∂ div1grad

ii
i

j
j

ii gu
x
pu

x
u

t
ui +Δν+

∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

∀
1  ,

sIp μ+−=σ 2
⇒

⎪⎭

⎪
⎬

⎫



ENPC – EIVP – Introduction à la Mécanique des Fluides – Damien Violeau 40 / 46

Analyse physique des termes

Convection des vitesses
• Le terme de convection est non-linéaire :

(transport de la vitesse par la vitesse)
• Dans la suite, il sera important de comparer les ordres de 

grandeur de ces deux termes

ij
j

i eu
x
uuu
∂
∂

=⋅grad

Diffusion des vitesses

• Le terme visqueux homogénéise le champ de
vitesses en diffusant la quantité de mouvement

• ν joue le rôle d’un coefficient de diffusion
des vitesses

• Il s’agit bien d’une conséquence du frottement
• Le changement t → − t affecte le terme visqueux seul (irréversibilité)

u
t
u

Δν+=+
∂
∂ ......( ) ...graddiv... +=+

∂
∂

Δ≡ CK

C

C

CK
t
C
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Équations de Navier-Stokes (2)
Equation de continuité (fluide incompressible)

Equations de quantité de mouvement (z vertical)

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
w

y
v

x
u

g
z
w

y
w

x
w

z
pw

z
wv

y
wu

x
w

t
w

z
v

y
v

x
v

y
pw

z
vv

y
vu

x
v

t
v

z
u

y
u

x
u

x
pw

z
uv

y
uu

x
u

t
u

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ν+
∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ν+
∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ν+
∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

C. Navier (1822)

G. Stokes (1845)

… soit 4 équations pour 4 inconnues (u, v, w et p)
Le modèle est fermé.
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• Aux interfaces entre deux fluides, il y a   
continuité de la contrainte :

• En particulier, sur une surface libre, la pression 
est égale à la pression atmosphérique :

• … et la contrainte de cisaillement est continue :

[ ] 0=σ jijn

queatmosphérisurface pp =

aireau n
u

n
u

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

μ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

μ

Conditions aux limites

Saint-Malo

paroiUu =

: fixe Paroi

0=u

Sur la frontière de l’ensemble du fluide :
• Sur les parois solides imperméables, la vitesse 

du fluide est celle de la paroi :
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Hydrostatique

Pression dynamique :
C’est la partie de la pression liée
au mouvement du fluide.

Cteppgzpp quehydrostati +−=ρ+=*

gpp +
ρ

−=
ρ

− grad1grad1 *

Pression hydrostatique
On considère un fluide au repos (u = 0) sous l’effet de la pesanteur :

• La pression suit un profil linéaire (pression hydrostatique)
• L’équation de continuité est automatiquement satisfaite
• En toute rigueur, la cote η de la surface libre peut varier

0div =u

( ) ( )zgpzp atm −ηρ+=

z z = ηgupuu
t
u

+Δν+
ρ

−=⋅+
∂
∂ grad1grad

gp ρ=grad
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Écoulement de Poiseuille laminaire (1)

( ) ( )yuzyxu
z
w

y
v

x
u

=⇒=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ,,        0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ν+
∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2*1
z
u

y
u

x
u

x
pw

z
uv

y
uu

x
u

t
u

)(

2

2

)(

*

yGxF

y
u

x
p

∂
∂

μ=
∂
∂

cte
x
p

=
∂
∂

⇒
*

( ) ( )22

cte 

*

2
1 ye

x
pyu −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
μ

=

=

Ecoulement entre deux plaques fixes « infinies »
• Régime permanent (               )

• Invariance selon z (               )

• Vitesses parallèles aux plaques : u = u ex

2e

y

x z

0/ =∂∂ t
0/ =∂∂ z

J.-L. Poiseuille
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Écoulement de Poiseuille laminaire (2)

Commentaires
• Le profil des vitesses est parabolique
• Le gradient de pression est le terme moteur de l’écoulement, qui 

se fait des fortes pressions vers les faibles pressions
• La pression est déterminée par ses valeurs en amont et en aval de 

la « conduite » (conditions aux limites), et varie linéairement

• La pression intervient sous sa forme dynamique (p*), car 
l’inclinaison de la conduite peut générer un écoulement :

• L’hypothèse de vitesses parallèles aux plaques est la plus 
contraignante. En réalité, ce profil est souvent instable (turbulence)

( ) ( )22

moteur terme

*

2
1 ye

x
pyu −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
μ

=

dx
dZg

x
p

x
p

ρ−
∂
∂

−=
∂
∂

−
*

x
Z
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Merci de votre attention.


